
カーネル求積に基づく浅い学習モデルの学習法
理化学研究所・⾰新知能統合研究センター 園⽥翔

特徴量写像 φの重み付き積分
∫
φdµで表される学習モデル（浅い学習モデル）に対して，重みの推定と離散

化を同時に⾏う⽅法を提案する．X ⊂ Rm,Y ⊂ Rを⼊出⼒データの空間とし，A ⊂ Rd をパラメータ空間と

する．Mを A上の複素数値 Radon測度の全体とし，全変動ノルムを⼊れる．特徴量写像 φ : A → (X → Y)

のパラメータ分布 µ ∈ Mによる線形結合

S[µ](x) :=

∫
A
φ(x; a)dµ(a), x ∈ X

で表される学習モデルを浅い学習モデルという．Radon測度は Dirac測度を含むので，パラメータ分布とし
て質点の重み付き和 µp =

∑p
j=1 wjδaj

(wj ∈ C, aj ∈ A)をとることで，離散的なモデルも表現できる:

S[µp](x) =

p∑
j=1

wjφ(x; aj), x ∈ X .

従って，基底関数（特徴量写像）φ を適切に選ぶことで，S[µ]は Fourier基底展開（φ(x;ω) = exp(−ix · ω)）
や，決定⽊（φ(x;A) = 1A(x)），浅いニューラルネット（φ(x; a, b) = σ(a · x − b)）などを包括的に表現

できる．ただし，特徴量写像の合成写像を含むような，深層ニューラルネットは含めない．パラメータを

wp = (w1, . . . , wp),ap = (a1, . . . , ap) というベクトル形式で表すと，特徴量写像 a 7→ φ(·; a) の⾮線形性に
よって学習問題は⼀般に⾮凸最適化問題になるが，µp という分布形式で表現することにより，積分作⽤素

µ 7→ S[µ]の線形性によって学習問題は（Banach空間上の）凸最適化問題になるというメリットがある．ま
た，パラメータの次元 pが異なるモデルも区別なく同時に扱えるというメリットもある．

このように積分表⽰された学習モデルに対し，準Monte Carlo法の⼀種であるカーネル求積法を応⽤して，
有限データD = {(xi, yi)}ni=1 ⊂ X ×Y から離散モデル S[µp]を推定する．勾配法ではなく求積法を⽤いるこ

とのメリットは，逐次近似によってパラメータの次元が⾃動的に決定できること，元のモデルが解析的な逆

変換（e.g., Fourier変換，リッジレット変換）を持つ場合には学習済パラメータの解釈ができること，勾配法
では⾮凸な学習問題が求積法では凸になることなどがある．カーネル求積の基本⽅針は，A 上の適当な再⽣
核 K : A × A → Rを⽤いて µを再⽣核 Hilbert空間 HK に埋め込み，埋め込んだ元 K[µ] ∈ HK を有限和

K[µp] ∈ HK で逐次近似する．近似は RKHSノルム ∥K[µp]−K[µ]∥K を最⼩化する意味でとるが，これは分
布間の maximum mean discrepancy (MMD) に等しいことが知られており，MMDを介して統計的な再解釈
も可能である．本研究では，ユニタリ・カーネルと呼ばれるクラスのカーネルを⽤いることで，複素数値測度

に対するカーネル求積を構成し，勾配法による⼤域最適解と同等な解に収束することを⽰した．また，⼆乗誤

差 L[µp] := EX |S[µp](X)− S[µ](X)|2 に対する誤差解析の結果，汎化誤差は O(1/p+ 1/
√
n)で押さえられ

ることを⽰した．2019年現在，カーネル求積がMonte Carlo積分よりも速いことは極めて限定的な条件の下
でしか証明されていないが，多くの数値実験では条件を満たさない場合でも O(1/p2)ないし O(exp(−p))で

収束することが知られており，本研究で実施した数値実験でも O(1/p2)相当の収束レートが得られている．
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