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1. 正定値行列の回帰モデル
多様体の空間上のデータ解析が盛んになっている cf. Patrangenaru-Ellingson (2016)．ここでは，p次正定

値行列空間 P 上の一般化平均を利用したデータ解析を紹介する．説明変数X を p次元ベクトル，被説明変数

Pを p次正定値行列とするノンパラメトリック回帰モデルについて考えよう cf．Petersen-Müller (2019).

データ {(Xi,Pi) : 1 ≤ i ≤ n}が得られたとき，新たにX = xが与えられたときナダラヤ・ワトソン型の P

の予測子を一般化平均（Nagumo,1930; Kolmogorov, 1930）を使って

P̂ϕ(x, h) = ϕ−1
( n∑
i=1

π̂h(x,xi)ϕ(Pi)
)

(1)

と提案する．ここで π̂h(xi,x) = gh(x,xi,Pi)/
∑

j gh(x,xj ,Pj), ただし gh(x,µ,Σ)は平均 µ, 分散 hΣの正

規密度関数とする．また，正定値行列Gに対して写像 ϕ(G)を

ϕ(G) = O diag
[
ϕ(λ1), · · · , ϕ(λp)

]
O⊤

と定める．ここでOはGの固有ベクトルからなる直交行列，λ1, · · · , λpはGの固有値，ϕ(s)は s > 0で定義

された単調関数とする．例えば，ϕ(s)として s, s−1, log sを取るとき，算術平均，調和平均，幾何平均による

P̂A(x, h) =
∑

i π̂h(x,xi)Pi, P̂H(x, h) =
(∑

i π̂h(x,xi)P
−1
i

)−1
, P̂G(x, h) = exp(

∑
i π̂h(x,xi) logPi

)
が導かれる．

正定値行列空間 P 上のブレグマン・ダイバージェンスDϕ(G,H) = tr{Φ(G)−Φ(H)−ϕ(G)(G−H)}を
考える，cf. Bregman (1967)．ここでΦ(G)は上の ϕ(G)と同様に定義された写像とする．ただし，生成関数

Φは Φ′(s) = ϕ(s)とする．これによるロス関数を

L̂ϕ(G,x, h) =

n∑
i=1

π̂h(xi,x)Dϕ(G,Pi) (2)

と定義する．このとき，次の命題が成立する．

命題 1. (1)で定義された予測子 P̂ϕ は (2)のロス関数 L̂ϕ を最小にする:

P̂ϕ(x, h) = argmin
G∈P

L̂ϕ(G,x, h).

例えば，ϕ(s) = s−1 を取ればDϕ は KLダイバージェンス，予測子は調和平均による P̂H が帰着される．

2. 色度認知問題の予測
色認知空間において，ある色を 3次元の点X = xi で与えたとき，その色の人間の識別不能な色の領域を

xi を中心にする楕円体：

E(xi,Pi) = {x ∈ R3 : (x− xi)
⊤Pi(x− xi) ≤ r2}

で近似したデータがデュポン社から公開されている cf. Melgosa et al. (1997)．このデータ{(xi,Pi) : 1 ≤ i ≤ 19}
をトレーニングデータとして，色座標 xの識別不能領域を表す 3次正定値行列Pを上で提案した予測子 (1)で

求めた，cf. Nakamoto et al. (2019)．しかし，適切なバンド幅 hはまだ決められてない．ここでは，交差検証

法による

ĥ = argmin
h>0

19∑
i=1

DR(P̂
(−i)
ϕ (xi, h),Pi)

を採用した．ここで P̂
(−i)
ϕ (x, h)は i番目の (xi,Pi)を除いて残ったデータに対して (1)によって求めたともの

する．DR(G,H)は合同不偏性を持つリーマン 2乗距離を表す cf. Cartan (1927)．


